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❆❜str❛❝t
❲❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠ ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧ ✜r♠✬s ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s
♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡
✐ts ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❢♦r❡✐❣♥ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ t❤❛t ❥♦✐♥t
✈❡♥t✉r❡ ❛r✐s❡s ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ✜♥❛♥✲
❝✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
❛s t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❡♥tr② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❝♦st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥
t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
❞✐s♣❧❛②s ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✳ ❋✐♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s r❡st♦r❡ ✉♥✐q✉❡♥ss ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ✐ts ❜❡❧✐❡❢ ✇❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❜✉t ❛r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ ❞✉❡ t♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❞❡r✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ▼✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❏♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✱ ❋✐♥❛♥❝✐♥❣✱ ❈♦♥tr❛❝ts
❏❊▲✿ ❉✹✸✱ ❉✽✻✱ ▲✷✹✱ ❋✶✷
∗■ t❤❛♥❦ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ■❋❆❇❙ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❖①❢♦r❞✱ ❙❛✐❞ ❇✉s✐♥❡ss
❙❝❤♦♦❧✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❙❊❉ ♠❡❡t✐♥❣s ❛t ❇✐❧❣✐ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳
✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❲❡ st✉❞② ❛ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠✬s ❝❤♦✐❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡♥tr② ✐♥t♦ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t
❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✭❏❱✮ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐t
t❤r♦✉❣❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✭❋❉■✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r✐❡s ❡①✐st ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✭❙❡❡
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍♦rst♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼❛r❦✉s❡♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ▼❛tt♦♦✱ ❖❧❛rr❡❛❣❛ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐
✭✷✵✵✹✮✱ ❊✐❝❤❡r ❛♥❞ ❑❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ❘❛✛✱ ❘②❛♥ ❛♥❞ ❙t❛❤❧❡r ✭✷✵✵✾✮✱ ❉❡ ❍❡❦ ❛♥❞
▼✉❦❤❡r❥❡❡ ✭✷✵✶✶✮✱ ❛♥❞ ❉❛✐ ❛♥❞ ▲❛❤✐r✐ ✭✷✵✶✶✮✳✮✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❞❡❝✐s✐♦♥
✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❤❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❜✉t ❛
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❋✐♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤✐r❞ ♣❛rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧❡♥❞❡rs✱ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❞❡❝✐s✐♦♥
♠❛❦✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s s❡❧❢✲✜♥❛♥❝❡❞✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r s❤♦✉❧❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❡♥t❡r t❤r♦✉❣❤
❢♦r❡✐❣♥ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ✜r♠✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❜❡❝❛✉s❡ ❛ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉ts✐❞❡r ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜r♠ t♦
✉♥❞❡rt❛❦❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❥❡❝ts ♦r ♠❛② ❣✐✈❡ ✐t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❡t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝❡s ❛♥❞
♦✉t♣✉ts t❤❛♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡
❛♥❞ t❤✉s✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❏❱ ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr②✳ ❲❡
❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ❛ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳
❊✛❡❝ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s
✐♥ ❛ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥t❡①t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡
❇♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❙❝❤❛r❢st❡✐♥ ✭✶✾✾✵✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r❡❞❛t✐♦♥❀ ❇r❛♥❞❡r ❛♥❞ ▲❡✇✐s
✭✶✾✽✻✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡❜t ♦♥ ♦✉t♣✉ts❀ ❏❛✐♥✱ ❏❡✐ts❝❤❦♦ ❛♥❞
▼✐r♠❛♥ ✭❏❏▼❛✮ ✭✷✵✵✷✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♥tr②✲❞❡t❡rr❡♥❝❡✱ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣s ✭✶✾✾✺✮
❢♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡❜t ♦♥ ✐♥❞✉str② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♠♦♥❣
♦t❤❡rs✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❡♥✲
tr❛♥t ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❋❉■ ✐♥ ❛ ❢♦r❡✐❣♥
♠❛r❦❡t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦
✷
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❡♥t❡r♣r✐s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡✶✳
❆ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠ ♠❛② ❡♥t❡r ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t ♦♥ ✐ts ♦✇♥ ✭t❤❛t ✐s✱
t❤r♦✉❣❤ ❋❉■✮ ♦r ❢♦r♠ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜r♠s ♦r ❧✐❝❡♥s❡ ✐ts ♣r♦❞✲
✉❝t t♦ ❧♦❝❛❧ ✜r♠s ♦r s✐♠♣❧② ❡①♣♦rt✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ ♦♥❧② t✇♦ ♠♦❞❡s ♦❢ ❡♥tr②✱
♥❛♠❡❧②✱ ❏❱ ❛♥❞ ❋❉■✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳✷ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✐♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ t❤❛t ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ✭❍♦rst♠❛♥♥
❛♥❞ ▼❛r❦✉s❡♥✱ ✶✾✾✻✮ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❱ ❛♥❞ ❋❉■ ✐s t❤❛t ❧♦❝❛❧ ✜r♠s
❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛r❦❡t t❤❛♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✸ ❛♥❞ ✐t ✐s
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s❛✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr② ❝♦sts✱ t❤❛t t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦♦s❡s ❏❱ ♦✈❡r ❋❉■✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❋❉■ ✐s
t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❤❛s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞
t❤✉s✱ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s
❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜♥❛♥❝✲
✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❝❡ ❛♥②
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤❡r❡❛s ❧♦❝❛❧ ✜r♠s ❞♦✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❡♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❡✛❡❝t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r✱
t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❡♥tr②✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
tr❛♥s❢❡r ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳
❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❛s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛❣❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛s ✐♥ ❍♦rst♠❛♥♥
❛♥❞ ▼❛r❦✉s❡♥ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ❉❛✐ ❛♥❞ ▲❛❤✐r✐ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛s t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❍♦rst♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼❛r❦✉s❡♥ ✭✶✾✾✻✮ ✐♥ t❤❛t t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✇❤❡♥ ✐t ❝❤♦♦s❡s ❋❉■✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥✐③✐♥❣ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥
✶❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ♠❛② ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥t❡①t ❛s ✇❡❧❧ ✇❤❡r❡
❡♥t❡r✐♥❣ ✜r♠s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❝q✉✐r✐♥❣ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦r ❢♦r♠✐♥❣ ❛❧❧✐❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡♠✳
✷❘❛✛ ❡t ❛❧ ✭✷✵✵✾✮ st✉❞② ❋❉■✱ ❏❱ ❛♥❞ ▼❡r❣❡rs✳ ❖✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❏❱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡✐r
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ▼❡r❣❡rs✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ♥♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦sts
❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ✜r♠s✳
✸❏❛✐♥ ❛♥❞ ▼✐r♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞② ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥
❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳
✸
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r
s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t r❛t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❉❛✐ ❛♥❞
▲❛❤✐r✐ ✭✷✵✶✶✮ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧
✜r♠✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛♦rt✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❛s✲
s✉♠❡ ✐t t♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r ❛❣❡♥❝②
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❏❱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt t❤♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♦✉r ❏❱ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧ ✜r♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉t♣✉t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ♠♦❞❡❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ t♦
❜♦rr♦✇✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❛❣❡♥❝② ❣❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ r❡s✉❧ts✳
❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
✉♥❞❡r ❋❉■ ❛r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✱
✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❏❱ ❤❛s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❛♥❞ t❛❦❡s
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② t❛❦❡s
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦✜ts ♦♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤
❞❡♠❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛s②♠✲
♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦
❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ✐s ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞
t②♣❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ t♦
❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲t②♣❡✬s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❢❛✐❧✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s
♦❢ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡
✜rst✲❜❡st ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧♦✇✳
❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ♦✉r r❡s✉❧t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✱
✐❢ ❏❱ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r
✇❤❡♥ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ❢❛✈♦rs ❋❉■✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t
♦♥❧②✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛r❡ t❤❡ ❋❉■ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❜✉t ❛❧s♦✱ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✐ts ❏❱ ♣r♦✜ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ②✐❡❧❞s
✹
♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ♣r♦✜ts✳
❚❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ❞❡♣❡♥❞s ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r
❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ❡♥tr② ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ●r❡❛t❡r t❤❡ t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❏❱✱ ❛♥❞✴♦r ❣r❡❛t❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s t❤❛t
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦♦s❡s ❏❱✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡ ✲ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ r❡❞✉❝❡s
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥❥♦②s
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚♦t❛❧ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛r❡ ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣✐❧❧♦✈❡r✳ ❋✐①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
t✉r♥ ♦✉t ♥♦t t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❏❱ ♣r♦✜ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②
❜✉t t❤❡② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❋❉■ ♣r♦✜ts✱ ❛s ❞♦❡s t❤❡ ❡♥tr② ❝♦st✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ ♣r♦✜ts✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ♠❛② ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡✳
❲❡ ♥❡①t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜♦rr♦✇ ❢r♦♠ ❛ ❧❡♥❞❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❞❡r✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ st❛t❡
♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✹✳ ❚❤❡
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s ♦❢ ❡♥tr②✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❏❱ ❛r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ t②♣❡✬s ❡①♣❡❝t❡❞
♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❋❉■ ❛r❡ ❧♦✇❡r ❞✉❡ t♦ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱
✐ts ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❋❉■ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❧♦❛♥ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥t❡r✲
✹▲♦❛♥ ❝♦♥tr❛❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❍♦✇ t❤❡s❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ●❛❧❡ ❛♥❞ ❍❡❧❧✇✐❣ ✭✶✾✽✺✮ ❛s✲
s✉♠❡ t❤❛t r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦rr♦✇❡r✱ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✱ ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✉♥❧❡ss t❤❡ ❧❡♥❞❡r ✐♥❝✉rs ❛ ❝♦st t♦ ✐♥s♣❡❝t ✐t ❡①✲♣♦st✳ ❇♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❙❝❤❛r❢st❡✐♥ ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❛❧②③❡
❛ r❡♣♦rt✐♥❣ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡♥❞❡rs ❛♥❞ ❜♦rr♦✇❡rs ✇✐t❤♦✉t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❝♦st❧② st❛t❡ ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✐ss✉❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
❙t✐❣❧✐t③ ❛♥❞ ❲❡✐ss ✭✶✾✽✶✮ st✉❞② ❝r❡❞✐t r❛t✐♦♥✐♥❣ ❜② ❜❛♥❦s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦rr♦✇❡r✬s t②♣❡ ✐s ✐ts
♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❜♦rr♦✇❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ♣r♦❥❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ❏❏▼❛ ❡♥r✐❝❤ t❤✐s
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❧❡tt✐♥❣ ✜r♠s ❝❤♦♦s❡ ♦✉t♣✉ts ❛♥❞✴♦r ♣r✐❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣✱
❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦r t❤❡ ❝♦st s✐❞❡✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤✳
✺
❛❝ts ✇✐t❤ ❞✉♦♣♦❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ❧♦❛♥ ❝♦♥tr❛❝t ✐s s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦✜t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡✳✺ ❆s t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥✲
❝r❡❛s❡s✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ ♥♦t t♦ ❧❡♥❞
t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❡①♣❡❝t❡❞
♣r♦✜ts✳✻ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❏❱ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s✱ t❤❡ ❋❉■ ♣r♦✜ts
❛r❡ ❧♦✇❡r ❛t ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❜✉t ❤✐❣❤❡r ❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥
♠❛♥② s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❥♦②s✱
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥tr②✳ ❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ③❡r♦✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ✜♥❞ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❛t ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢❛✈♦rs
❋❉■✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋❉■ ❛r✐s❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❝♦st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞
♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❋❉■
♦❝❝✉rs ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ♦❝❝✉r ❛t ❛❧❧ ✇❤❡♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ❞♦❡s ♦❝❝✉r✱ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦♦s❡s ❋❉■ ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❏❱ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✬s r❡s❡r✈❛t✐♦♥
✉t✐❧✐t② ✐♥ ❏❱ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❞❡r s♦ t❤❛t t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦r❡ ♣r♦✜ts ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲t②♣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐ts s✉r♣❧✉s ✐s
③❡r♦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ③❡r♦ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♥❞❡r✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✉♣ t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❧✐❡❢✱ ❋❉■ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
✺❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❏❏▼❛✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♥tr② ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡
✐♥♦❢r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦sts✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❏❏▼❜ ✭✷✵✵✷✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs✱ ❞❡♠❛♥❞
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t♣✉t str❛t❡❣② ❢♦r ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❛♥ ✇❤❡♥
❞❡♠❛♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❲❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤✐s ❢✉rt❤❡r ❧❛t❡r✳
✻❚❤✐s ❡✛❡❝t s❡❡♠s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ r✐✈❛❧ ❛r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
t♦ ❛ ✜r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ❛♣♣❧✐❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤ ✇✐t❤
❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
✻
❛t ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❛✛❡❝ts
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❋❉■✳
❆♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s t❤❛t ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥♦
❧♦♥❣❡r ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st
♦❢ ❡♥tr② ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❛✛❡❝t ❋❉■ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ r❡s❡r✈❛t✐♦♥
✉t✐❧✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦
❡✛❡❝t ♦♥ ❏❱ ♣r♦✜ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✛s❡t ❜②
t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱
t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦sts✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡s ✈✴s ❋❉■✳ ■♥❞✉str✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛
❜♦♦♠ ✭❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✮ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❏❱ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s❡❡ ♠♦r❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡s✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠
♥❡❡❞s t♦ ❜♦rr♦✇✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ✇❡❧❧ ❢✉♥❞❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ✐♥❞✉str✐❡s✱ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✈✐❛ ❋❉■ t❤❛♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠
❜♦rr♦✇s✳ ■♥❞✉str✐❡s t❤❛t ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s❡❡ ♠♦r❡ ❋❉■ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❏❱✱
✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❜♦rr♦✇s✳ ❉❡❝❧✐♥✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t s❡❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❢✲
✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✐♥ s✉❝❤ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r
✐s ❧♦✇✱ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ❡♥tr② ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✇✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❋❉■
♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ❡❛s❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧✲
♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡s ♥♦t ♦♥❧② ❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❡♥❥♦②s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜t✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❛
str❛t❡❣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ❜❡t✲
t❡r ♦✛ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐t✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✱
♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ✐♠♣❧② t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ✇✐t❤ ✜r♠s s②♠♠❡tr✐❝ ❛❧❧
r❡s♣❡❝ts ❡①❝❡♣t t❤❡✐r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
❢♦r♠ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✜r♠ t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts❀ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳ ❆❧❧ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳
✼
✷ ❚❤❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✿ ◆♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❆ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠ ✭▼✮ ❝♦♥s✐❞❡rs
❡♥t❡r✐♥❣ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t ❡✐t❤❡r ❛s ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ✜r♠ ✭❋❉■✮ ♦r ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥✲
t✉r❡ ✭❏❱✮ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✭▲✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
✜r♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❉❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❣♦♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p = a˜ − bQ, ✇❤❡r❡ a˜ ✐s ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✳ ▼
❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t a˜ ✐s ❡✐t❤❡r a¯ ✭❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✮ ♦r a ✭❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞✮✱ ✇✐t❤ a < a¯ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ a ✐s 1− ρ. ❲❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✉s❡ ✉♣♣❡r ❜❛rs ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜❛rs ♦♥ ♣r✐❝❡s
❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r✐❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜✉t q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠
✐s ♥♦t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❦♥♦✇s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥t❡r❝❡♣t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✜r♠
❛s t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠ ♦r t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠✳ ❚❤✉s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✐ts ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳
▲❡t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② cm ✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✬s
❝♦st ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st cl > cm✳ ❲❡ ❛❧s♦
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ F ❢♦r ❜♦t❤ ✜r♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ ▼ ❡♥t❡rs
t❤r♦✉❣❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ✐t ♠✉st ♣❛② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♣❢r♦♥t ❝♦st ♦❢
G✱ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡♥tr② ❝♦st✱ ♦r ❛ s❡t✲✉♣ ❝♦st✱ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❞♦❡s
♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ♣❛②✳
✷✳✶ ❋❉■
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ▼ ❡♥t❡rs ✈✐❛ ❢♦r❡✐❣♥ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦✉r♥♦t
✽
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜r♠s✳ ▼ ♠❛①✐♠✐③❡s✱✼
Πfdim = ρ(a− qm − ql − cm)qm + (1− ρ)(a− qm − ql − cm)qm − F −G,
= (â− qm − q̂l − cm)qm − F −G,
❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ qm✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❫ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ♠❛①✐♠✐③❡s (a˜− q˜l− qm− cl)q˜l−F ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ q˜l. ❙♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡✿
qm =
aˆ− 2cm + cl
3b
,
q˜l =
3a˜− aˆ− 4cl + 2cm
6b
.
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❞✉❡ t♦
❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
♦✉t♣✉ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ 3a− a¯−4cl+2cm > 0⇒ a¯ < 3a−4cl+2cm✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡rs s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❊①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ ▼ ❛r❡✿
Πfdim =
(â− 2cm + cl)
2
9b
− F −G. ✭✶✮
▲✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡✿
Π˜fdil =
1
36b
(3a˜− â− 4cl + 2cm)
2 − F. ✭✷✮
❋♦r ❧❛t❡r ✉s❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■ ❛r❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐ts ❜❡❧✐❡❢ ❛❜♦✉t ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐ts ❝♦st ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦✈❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r
✼❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❢♦r❡✐❣♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t♦t❛❧
♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❤♦♠❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞
❢♦r❡✐❣♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
✇❤❡♥ tr✉❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❧♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣r♦✜ts ✈❛r②
♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❜❡❧✐❡❢ ❛❜♦✉t ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❛t
✐s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❦♥♦✇s ❞❡♠❛♥❞✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
❜❡❧✐❡✈❡s ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❜❡ ❧♦✇ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤✐❣❤✳✽
✷✳✷ ❏♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡
❲❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❤✐r❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛s ❛♥ ❛❣❡♥t t♦
♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ▼ ❤❛s ❛❧❧ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r s♦ t❤❛t
✐t ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✬s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✭■❘✮
❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st
♦❢ ❏❱ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ▼ ❛♥❞ ▲✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡
❡❛s❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❝♦st ❜② cj. ❚❤✉s✱ cj = θcm+(1−θ)cl,
✇❤❡r❡ θ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ ❛♥❞ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❞♦❡s ♥♦t
♣r♦❞✉❝❡ ♦♥ ✐ts ♦✇♥ ✇❤❡♥ ✐t ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s ♠♦♥♦♣♦❧② ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
▲❡t R¯ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐❢ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ p ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧❡t R ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ {(p¯, R¯), (p,R)} t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✾✱
ρR¯ + (1− ρ)R,
✽❚❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✱ ❛♥ ✐ss✉❡
t❤❛t ✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr❛❝t❛❜❧❡✳
✾❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t s♣❡❝✐✜❡s tr❛♥s❢❡rs ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦✉t♣✉t t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐❝❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇
❞❡♠❛♥❞ ♠❛r❦❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ st❛t❡ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧♦✇ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ ✐❢ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✲
✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡♥✉ ♦✛❡r❡❞ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠
♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❢♦r❝✐♥❣
✐♥ t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r ♣r✐❝❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ tr❛♥s❢❡rs t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣r♦✜t✳
✶✵
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ■❘ ❛♥❞ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts✶✵
(a¯− bQ¯− cj)Q¯− F − R¯ ≥ (a¯− bQ− cj)Q− F −R,
(a− bQ− cj)Q− F −R ≥ (a− bQ
′ − cj)Q
′ − F − R¯,
(a− bQ− cj)Q− F −R ≥ Π
l
fdi,
(a¯− bQ¯− cj)Q¯− F − R¯ ≥ Π¯
l
fdi.
❚❤✉s✱ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ tr✉❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✐t ✐♥❝✉rs ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st
t❤❛t ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ✐ts ♦✇♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐♥❝✉rs t❤❡ ❛❣❡♥❝② ❝♦st ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝✉r t❤❡ ❡♥tr② ❝♦st
❡♥t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋❉■ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✉♥❞❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✳ ❚❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr②✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✮
❛r❡ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ✐♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♥❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❵❣♦♦❞✬ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ■❘ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❵❜❛❞✬
t②♣❡ ❜✐♥❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛② ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✱ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ r❡s❡r✈❛t✐♦♥
✉t✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❛❣❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ st❛rt
✇✐t❤ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✬s ■❈ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✬s
✶✵❍❡r❡ Q ❛♥❞ Q′ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♦t❤❡r
t②♣❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ a¯−bQ = a−bQ⇒ Q = Q+
a¯−a
b
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ Q′ = Q¯−
a¯−a
b
✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐s ❦♥♦✇♥ ❜✉t ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡
♣r✐❝❡ t❛r❣❡t✐♥❣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ q✉❛♥t✐t② t❛r❣❡t✐♥❣✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
✶✶
■❘ ❜✐♥❞✳ ❚❤❡♥✱
R¯ = (a¯− bQ¯− cj)Q¯−
a¯− a
b
(a− bQ− cj)− F − Π
l
fdi,
❛♥❞✱
R = (a− bQ− cj)Q− F − Π
l
fdi.
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ▼✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❏❱✿
Πjvm = ρ
(
(a¯− bQ¯− cj)Q¯−
a¯− a
b
(a− bQ− cj)
)
+(1−ρ)
(
(a− bQ− cj)Q
)
−F−Πlfdi.
◆♦t❡ t❤❛t F ❛♥❞ Πlfdi ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤✉s✱ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❛r❡✿
Q¯ =
a¯− cj
2b
,
Q =
a− cj
2b
+
ρ
1− ρ
a¯− a
2b
.
❚❤✉s✱ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ t②♣❡ ✐s ✜rst✲❜❡st ❜✉t ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❜❛❞ t②♣❡ ✐s
❞✐st♦rt❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦✉♣ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱
a− bQ− cj > 0⇒
a− cj
2
>
ρ
1− ρ
a¯− a
2
⇒ ρ <
a− cj
a¯− cj
.
❲❡ ♥♦✇ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ■❈ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇
t②♣❡ ✐s s❧❛❝❦✳✶✶ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■❘ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♠❡t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❤❡♥ ρ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r t❤✐s
❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❜❡ ♠❡t✱ ✇❡ ♥❡❡❞✱
a¯− a
b
(a− bQ− cj) + Π
l
fdi ≥ Π¯
l
fdi,
6
(
(a− cj)−
ρ
1− ρ
(a¯− a)
)
≥ 3a¯+ 3a− 2â− 8cl + 4cm. ✭✸✮
✶✶Πlfdi ≥ (a − bQ
′ − cj)Q
′ − F − R¯ = (a¯ − bQ¯ − cj)Q¯ − F − R¯ −
a¯−a
b
(a¯ − bQ¯ − cj) =
Πlfdi +
a¯−a
b
(a− bQ− cj)−
a¯−a
b
(a¯− bQ¯− cj) = Π
l
fdi −
a¯−a
b
(a¯− bQ¯− (a− bQ)).
✶✷
◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✶✷✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦ ❛s ρ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ♠❛r❦✲✉♣ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t
❛s ρ ❢❛❧❧s✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❡❛s✐❡r t♦ s❛t✐s❢②✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥
ρ✱ s❛② ρˆjv✱ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❛② ❜❡ ♠❡t✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t
✐❢ ✭✸✮ ✐s ♠❡t✱ R ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
✭✸✮ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♠❡t ❛t ❛❧❧✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤♦❧❞ ✐❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s
♣❡r❢❡❝t✱ ♦r ✐❢ a ✐s ❧♦✇✱ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✳✶✸ ■❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t
✭✸✮ ❤♦❧❞s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ ❧♦❝❛❧
✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❡♥❥♦②s ❛ s✉r♣❧✉s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞
✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ♠❛❦❡s ♣r♦✜ts ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts
r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡✿
Πjvm = ρ
(a¯− cj)
4b
2
+ (1− ρ)
(
(a− cj)−
ρ
1−ρ
(a¯− a)
)2
4b
− F − Πlfdi. ✭✹✮
▲❡♠♠❛ ✶✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t
✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■❘ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛♥❞ ■❈ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜✐♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❧❛❝❦✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ρ ≤ ρˆjv < 1✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✮✳
❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ✭✹✮✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦✜ts ✐♥ ❏❱ ❛r❡ ❧♦✇❡r❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛t cj r❛t❤❡r t❤❛♥ cm ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞
✜r♠✬s ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❣❡♥❝② ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳
■❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ✭✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ρ✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❧✐❡❢ ρˆ2jv s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ρ ≤ ρˆ
2
jv < 1✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ✜rst✲❜❡st✱ t❤❛t ✐s✱ ¯IR ❛♥❞ IR ❜✐♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❧❛❝❦✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♦✉t♣✉ts✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ¯IC
✶✷❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❣✐✈❡♥ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉♦♣♦❧②
♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳
✶✸❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ a❂✽✳✺✱ a ❂ ✺✱ cj = cl = 2 ❛♥❞ cm = 1✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜❡❧✐❡❢ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✭✸✮ ❤♦❧❞s✳
✶✸
✐s ♠❡t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱
a¯− a
b
(a− bQ− cj) + Π
l
fdi ≤ Π¯
l
fdi,
6 (a− cj) ≤ 3a¯+ 3a− 2â− 8cl + 4cm. ✭✺✮
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✭✸✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ✭✺✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✭✺✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
t❤❛t ρ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ❣✐✈❡♥ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭✺✮ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ρ✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✭cj = cl✮✿
ρ ≤
3a− 5a− 2cl + 4cm
2(a− a)
.
❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞
✐♥t❡r❝❡♣t ❢♦r ✭✺✮ t♦ ❜❡ ♠❡t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ a ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧♦✇✳
❈♦♥str❛✐♥t IC ✐s ♠❡t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱
Π¯lfdi −
a¯− a
b
(a¯− bQ¯− cj) ≤ Π
l
fdi,
3a¯+ 3a− 2â− 8cl + 4cm ≤ 6(a¯− cj).
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤♦❧❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❍❙ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧s✳ ❇✉t t❤❡♥ t❤❡ ▲❍❙ r❡❞✉❝❡s t♦
4a¯ − 8cl + 4cm = 4a¯ − 4cl − 4(cl − cm) < 6(a¯ − cj) = 4(a¯ − cj) + 2(a¯ − cj).
❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ s❡❡ t❤✐s ✐s✿ 3a¯+ 3a− 2â = (3− 2ρ)a¯+ (3− 2(1− ρ))a✳ ❆s a
✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤✐s t❡r♠ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ 4a¯✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ρ ❛♥❞ a ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ρ✱
t❤❡ ▲❍❙ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ρ ❢❛❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤✐s ♣❛rt ❜❡❝♦♠❡s 3a¯+ a < 4a¯✳
■❢ ✭✺✮ ❤♦❧❞s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡✱
Πjvm = (1− ρ)[
1
4b
(a− cj)
2 − F − Πlfdi] + ρ[
1
4b
(a¯− cj)
2 − F − Π¯lfdi]. ✭✻✮
▲❡♠♠❛ ✷✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t
✐s ✜rst ❜❡st✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ρ ≤ ρˆ2jv < 1✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡
✶✹
❣✐✈❡♥ ❜② ✭✻✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r
✭✹✮ ♥♦r ✭✻✮ ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ρ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ s❡ts
♦✉t♣✉ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣ IC ❛♥❞ IR ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✬s
♦✉t♣✉t ✐s ✜rst ❜❡st ❜✉t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✬s ♦✉t♣✉t ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤❡r❡✱ t❤❡
❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ρ✳
Q¯ =
a¯− cj
2b
+
a¯− a
2b
.
◆♦t❡ t❤❛t a¯− bQ¯ > 0✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝❤❡❝❦ ¯IC✳
a¯− a
b
(a− bQ− cj) + Π
l
fdi ≤
a¯− a
b
(a¯− bQ¯− cj) + Π
l
fdi,
a− bQ− cj ≤ a¯− bQ¯− cj.
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞s ❡q✉❛❧✐t② s♦ t❤❛t ¯IC ❜✐♥❞s ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t R¯ = R. ❋✐♥❛❧❧②✱ ¯IR r❡q✉✐r❡s✱
Π¯lfdi ≤
a¯− a
b
(a¯− bQ¯− cj) + Π
l
fdi,
3a¯+ 3a− 2â− 8cl + 4cm ≤ 6(a− cj). ✭✼✮
■❢ ✭✼✮ ✐s ♠❡t✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲t②♣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❛♥❞ ▼✬s ❡①♣❡❝t❡❞
♣r♦✜ts ❛r❡✿
Πjvm =
1
4b
(a− cj)
2 − F − Πlfdi. ✭✽✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❦♥❡✇ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞
✐s ❧♦✇ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦✜ts t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❡❛r♥ ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳
❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲t②♣❡ ❡❛r♥s ❛ ❤✐❣❤❡r s✉r♣❧✉s ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛♥
✇❤❡♥ ρ < ρˆjv.
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳
●✐✈❡♥ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ ρ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ❡✐t❤❡r ✭✶✮ ❢♦r
ρ ≤ ρˆjv < 1✱ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✉♥❞❡r ❏❱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✮ ❛♥❞ ❢♦r
✶✺
1 ≥ ρ > ρˆjv✱ ❜② ✭✽✮❀ ♦r ✭✷✮ ❢♦r ρ ≤ ρˆ
2
jv < 1✱ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✻✮ ❛♥❞ ❢♦r
1 ≥ ρ > ρˆ2jv ❜② ✭✽✮✳
Pr♦♦❢✿ ❙✉♣♣♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ✭✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ρ✳ ❚❤❡♥
✭✼✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ρ✳ ❇✉t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✭✸✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ρ ≤ ρˆ✱ ❢♦r s♦♠❡ ρˆ
❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ♣r♦✜ts ✐♥ ✭✹✮ ❞♦♠✐♥❛t❡ ♣r♦✜ts ✐♥ ✭✽✮ ❢♦r
t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ✭✹✮ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ ❛♥❞ ✭✽✮ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡s✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ✭✺✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳
❚❤❡♥ ✭✸✮ ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s✳ ❆♥❞ ❛s ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ ✭✼✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ρ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✱ ❢♦r
❜♦t❤ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✺✮✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ρ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ✭✼✮ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❏❱ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✇❤❡♥ a ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s✲
❢❡r ✐s ❤✐❣❤❀ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✇❤❡♥ a ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❧♦✇✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐s ❧♦✇ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥t❡r❝❡♣t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✳✶✹
❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✿
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✿ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♦❢ ▼ ✐♥ ❏❱ ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ρ✳ ❋✉rt❤❡r✱
✭✐✮ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✮ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ρˆjv, ✭✐✐✮
❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✻✮ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♣ t♦ ρˆ2jv✱ ✭✐✐✐✮ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥
✭✽✮ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r r❛t❡ t❤❛♥ ✐♥ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥
✭✹✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❜✉t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡s❡ ♣r♦✜ts ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛t ρ = 0✳
Pr♦♦❢ ✿ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
❚❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ r❡s❡r✈❛t✐♦♥
✉t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥✱ ❢♦r ρ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡①tr❛❝t ❛❧❧ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇
t②♣❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✇❛❧❦✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦st t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐s ✇❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s
✶✹❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶❛ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✮ ✇❤❡r❡ a¯ = 6, a = 4✱ cl = 2, cm = 1
❛♥❞ cj = 1✱ P♦ss✐❜✐❧✐t② ✶ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✶❜ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✮✱ ✇❤❡r❡ a¯ = 8.5, a = 5,
cl = 2, cm = 1 ❛♥❞ cj = 2✱ P♦ss✐❜✐❧✐t② ✷ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ b t♦ ❜❡ ✶ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s✳
✶✻
❛❜❧❡ t♦ ♣❛②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t②
❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱
t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ t②♣❡ ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
✇❤❡♥ ρ ✐s ❵❤✐❣❤✬ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❝♦♥tr❛❝t r❡q✉✐r✐♥❣ ✐t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
✜rst✲❜❡st ♦✉t♣✉t✱ ✇❤❡r❡ ✐ts ♣r♦✜ts ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡ s✉r♣❧✉s t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ρ
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ t②♣❡ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✱ ✇❤❡♥ ρ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ✐s t♦ ♦✛❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr❛❝t
t❤❛t r❡q✉✐r❡s ✐t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❧✐❡✈✐♥❣ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
③❡r♦✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✭✇❤✐❝❤ t♦♦ ❞♦❡s ♥♦t ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥
r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ③❡♦ ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s✶✺✮✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ▼✬s ♣r♦✜ts ✐♥ ❏❱ ❛r❡
✜rst✲❜❡st s✐♥❝❡ ♥❡✐t❤❡r t②♣❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇♦t❤ t②♣❡s ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞
t❤❡✐r r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✳ ❖♥❝❡ ρ r❡❛❝❤❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ▼ ✐s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♣r♦✜ts
②✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇✲t②♣❡✳
❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❛s ❞❡r✐✈❡❞
❛❜♦✈❡✱ ✇✐t❤ ✐ts ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❏❱ ♣r♦✜ts ✐♥ ❛❧❧
❝❛s❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ F ✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛s F ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥
✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ t②♣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♥❡t
♣r♦✜ts ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❏❱✱
t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② ▼ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❏❱ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② ✭✹✮✱ ✭✻✮ ♦r ✭✽✮✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✱
❣✐✈❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t❤r❡s❤♦❧❞✱ s♦
t❤❛t ♣r♦✜ts ♦❢ ▼ ✐♥ ❏❱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✽✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢✱
1
4b
(a− cj)
2 − Πlfdi ≥
(â− 2cm + cl)
2
9b
−G,
✶✺❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst ❜❡st✳ ❍❡r❡✱ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ❝r❡❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
✜rst✲❜❡st ❜❡✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳
✶✼
F +G ≥
1
36b
(3a− â− 4cl + 2cm)
2,
+
(â− 2cm + cl)
2
9b
−
1
4b
(a− cj)
2
.
❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❘❍❙ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱✶✻ ❢♦r ❏❱ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❋❉■✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✜①❡❞
❝♦st ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❘❍❙ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r
❋❉■ ❛♥❞ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❏❱ ✇❤❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❋❉■ ♣r♦✜ts ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ρ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r♦✜ts
❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤✉s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❘❍❙ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ρ✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❘❍❙✱ ✇❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❡r❢❡❝t✱ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❣✐✈❡♥ ♦✉r
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r
✐s ♣❡r❢❡❝t✱ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐❢ ρ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ■❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ❢❛❧❧s✱
t❤❛t ✐s✱ ❛s cj ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❘❍❙ ✐♥❝r❡❛s❡s ❣✐✈❡♥ ρ ❛♥❞ F + G✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❧✐❡❢ ❢❛❧❧s s♦ t❤❛t ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❛s F +G ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❣✐✈❡♥ ρ ❛♥❞ cj✱ ❏❱ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡
❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥tr② ❝♦st ♠❛❦❡s ❋❉■ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r F r❡❞✉❝❡s ❋❉■
♣r♦✜ts ✇❤✐❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❏❱ ♣r♦✜ts ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❲❤❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧✱ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡
❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ③❡r♦✱ ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❏❱ ♣r♦✜ts ❛r❡
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❋❉■ ♣r♦✜ts ❢♦r ❛❧❧ ρ ≤ ρˆjv✱ ❛♥❞ ❋❉■ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶❛ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆s ✜①❡❞ ❝♦sts ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❏❱ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
♣r♦✜t❛❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❋❉■ ✐♥ ❛❧❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ ❏❱
♣r♦✜ts ❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❋❉■ ♠❛② ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❏❱ ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳
❆s cj ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐✳❡✳ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ❢❛❧❧s✱ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❏❱ ❢❛❧❧ ✇❤✐❧❡
t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❋❉■ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳ ■❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ✐s ③❡r♦✱ ✇❤❡t❤❡r
♦r ♥♦t ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛t ❛❧❧✱ ❣✐✈❡♥ ③❡r♦ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝♦st✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✳ ■❢ ✐t ✐s s♠❛❧❧✱ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳ ■❢ ✐t ✐s
✶✻❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶❛✱ t❤❡ ❘❍❙ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ρ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✭✽✮✱ ❣✐✈❡♥
cj = cm✳
✶✽
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞✶✼✱ ❏❱ ❞♦❡s ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡ ❢♦r ❛♥② ❜❡❧✐❡❢s ✭❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✶❜ ✐❧❧✉str❛t❡s P♦ss✐❜✐❧✐t② ✷ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst✲❜❡st
❝♦♥tr❛❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳
❋❉■ ♠❛② ♦❝❝✉r ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s ✐❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ❧♦✇✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
♣❡r❢❡❝t t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✶❜✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❤✐❣❤❡r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❤✐❣❤❡r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✳
❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿ ❙✉♣♣♦s❡ F + G ❛♥❞ cj ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
P♦ss✐❜✐❧✐t② ✶ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ F + G ✐s ❧♦✇✱ ❛♥❞ cj = cm✱ ▼
❝❤♦♦s❡s ❋❉■ ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ρˆjv✱ ❛♥❞ ❏❱
❜❡❧♦✇✳ ❆s cj ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❏❱ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❋❉■✳ ■❢ cj = cl✱
❛♥❞ cl ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❏❱ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳ ❆s F +G
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❋❉■ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❏❱✳ ❘❡s✉❧ts
❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t P♦ss✐❜✐❧✐t② ✷ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♣♣❧✐❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❋❉■ ♦❝❝✉rs ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐t ♠✉st ♦❝❝✉r
❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ❤✐❣❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢❛✈♦rs ❋❉■✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ ♣r♦✜ts ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❏❱ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ❢❛✈♦rs ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✱ s✐♥❝❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱
❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦✜ts ✐♥ ❏❱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❥♦②s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✱
✐t ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥ ❛ ❏❱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
t❤❛t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ✇❡❛❦❡♥s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ✐s
♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♥
❛r✐s❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✉♥❞❡r ❏❱ ❛♥❞ ❋❉■ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞✳ ❋❉■ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✜r♠
✶✼❚❤✐s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦✉t♣✉t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❍♦❧❞✐♥❣ ♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ cl ❡q✉❛❧s
3a−a+2cm
4
. ■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶❛✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡
✐s ✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡❞✳
✶✾
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡✿
Π˜fdim =
1
9b
(a˜− 2cm + 2cl)
2 − F −G,
Π˜fdil =
1
9b
(a˜− 2cl + cm)
2 − F.
■♥ ❏❱✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠✐③❡s t♦t❛❧ ♣r♦✜ts s✉❜❥❡❝t t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✳ ❚❤✉s✱ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ s❡t t♦ ❜❡ ✜rst✲❜❡st✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦✜ts✿
Πjvm = (1−ρ)
1
4b
(a− cj)
2+ρ
1
4b
(a¯− cj)
2−(1−ρ)
1
9b
(a−2cl+cm)
2−ρ
1
9b
(a¯−2cl+cm)
2−F.
❊①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❋❉■ ❛r❡✿
Πfdim = (1− ρ)
1
9b
(a− 2cm + cl)
2 + ρ
1
9b
(a¯− 2cm + cl)
2 − F −G.
❚❤✉s✱ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❋❉■ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r♦✜ts ❛t ❝♦st cj ❡①❝❡❡❞ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❞✉♦♣♦❧②
✭♥❡t ♦❢ ●✮ ✇❤❡♥ ❝♦sts ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ♣❡r❢❡❝t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s✲
❢❡r ❢❛✈♦rs ❏❱✳ ■❢ G ✐s ③❡r♦✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❝♦❧❧✉s✐✈❡
♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦st ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❞✉♦♣♦❧② ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦sts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❏❱
❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶❛ t❤❛t ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ❏❱ ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s
t❤❛t ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ t♦ ✉s❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❛s ✇❡❧❧
❛s ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ ❡♥❥♦② ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts✳ ❲❡ ♥❡①t ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
✜♥❛♥❝✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥✳
✸ ▼♦❞❡ ♦❢ ❊♥tr② ✇✐t❤ ❋✐♥❛♥❝✐♥❣ ❈♦♥str❛✐♥ts
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❢✉♥❞ F ✐ts❡❧❢ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✐t❤❡r ❜♦rr♦✇s ❢r♦♠ ❛ ❜❛♥❦✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
✷✵
❋❉■✱ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠✉st ❝♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱
❛♥❞ ✐t ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ✐t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t♦
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r❡r ✇❤❡♥ ✇❡ s❡t ✉♣ t❤❡
❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❏❱✳ ❲❡ ✜rst st✉❞② ❋❉■ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣✳
✸✳✶ ❋❉■
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧
✜r♠ ✐s ♥♦✇ ❛ ❜♦rr♦✇❡r ❛♥❞ t❤✉s✱ ❢❛❝❡s ❛ ❧❡♥❞❡r ✇❤♦ ✇r✐t❡s ❛ ❝♦♥tr❛❝t s♣❡❝✐❢②✐♥❣
✇❤❛t ♦✉t♣✉ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❝♦st ✐s cl ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡
♦✉t♣✉t ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✬s ♦✉t♣✉t✱ ♥♦t t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♦✉t♣✉t ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s
❛♥❛❧②s✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❏❏▼❛ ✭✷✵✵✷✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♥tr②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❜❡❧✐❡❢s ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✳
❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✉s❡ R¯ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧
✜r♠ t♦ t❤❡ ❜❛♥❦ ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧❡t R ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❛♥❦✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ (p¯, R¯), (p,R) t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✱✶✽
ρR¯ + (1− ρ)R− F,
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ■❘ ❛♥❞ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❤❡r❡ q ❛♥❞ q′ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
✶✽❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ s❡t✲✉♣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆s ❙t✐❣❧✐t③ ❛♥❞ ❲❡✐ss ✭✶✾✽✶✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝r❡❞✐t
r❛t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❛❣❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦r r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❧♦❣✐❝ ❛♣♣❧✐❡s ❤❡r❡✳ ❉❡♠❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ❛r❡ ♥♦t✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✱ ✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❛t t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡
❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ ❥♦✐♥t❧② ❛♥❞ s♣❧✐t ♣r♦✜ts
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❍♦rst♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼❛r❦✉s❡♥ ✭✶✾✾✻✮
✐♥ s❡tt✐♥❣ ✐t ✉♣ ❛s ❛♥ ❛❣❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t✱ R r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✱ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ ♣r✐❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛♥ ❝♦♥tr❛❝t✱ R ❞❡♥♦t❡s
r❡♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ❧❡♥❞❡r
❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡ tr❛♥s❢❡r✴r❡♣❛②♠❡♥t t♦ ❜❡
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t ♣r♦✜t✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ st✐♣✉❧❛t❡❞
tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐s ❤✐❣❤❡r ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t✳ ❚❤✐s r❡♣❛②♠❡♥t ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❧♦❛♥ F ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳
✷✶
♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡✳✮
(a¯− bq¯ − bqm − cl)q¯ − R¯ ≥ (a¯− bq − bqm − cl)q −R,
(a− bq − bqm − cl)q −R ≥ (a− bq
′ − bqm − cl)q
′ − R¯,
(a− bq − bqm − cl)q −R ≥ 0,
(a¯− bq¯ − bqm − cl)q¯ −
¯R¯ ≥ 0.
❲❡ ❝❛♥ s❡❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐♥ ❛ ❏❱✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛♥❦
❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❖♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
✐s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ❛s ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠
❛r❡ ❜❡✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❇♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❙❝❤❛r❢st❡✐♥ ✭✶✾✾✵✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t
❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❦ ❤❛s t♦ ❡♥s✉r❡
♦♥❧② t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❣❡ts ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦✜t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t s✐♥❝❡ t❤❡
♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜r♠ ✐s t♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛♣t✉r❡s ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ■t ❜♦rr♦✇s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧❛❝❦ ♦❢
✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s✳✶✾
❚❤✐s ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st❛♥❞❛r❞✱ ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢♦r
❜♦t❤ t②♣❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ρ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ■❘ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛♥❞ ■❈ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜✐♥❞✳
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉ts ❛r❡✿
✶✾❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡❜t✲❡q✉✐t② ♠✐① ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s
♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ❤❛s
♥♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉♥❞s ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❡q✉✐t②✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ st✉❞② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦♦s❡s
❤♦✇ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
✷✷
qm =
a− 2cm + cl
3b
,
q =
a− 2cl + cm
3b
+
ρ
1− ρ
a− a
2b
,
q¯ =
3a¯− a− 4cl + 2cm
6b
.
❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ❞✉❡ t♦ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ✐s t❤❛t
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♦✉t♣✉t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛❧s ♦✉t♣✉t ✐t ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡
❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ♠❛r❦❡t✷✵✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t
a−bq−bqm−cl > 0→
ρ
1−ρ
<
2(❛−2cl+cm)
3(a−a)
. ▲❡t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ρ ❜❡
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρfdi✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❛❜♦✈❡ ❛♣♣❧✐❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ρ < ρfdi✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ t②♣❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✜rst ❜❡st ♦✉t♣✉t ❛♥❞
t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t
✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ❜❡st
❛♠♦✉♥t ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♦✉t♣✉t ✐s
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ❜❡st✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t♦
♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✜rst ❜❡st ❛♠♦✉♥t ❛ss✉♠✐♥❣ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♦✉t♣✉t
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ ❛ ❈♦✉r♥♦t ❞✉♦♣♦❧② ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐ts
♣r♦✜ts ❛r❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡♥❡✜t t❤❡ r✐✈❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str❛t❡❣✐❝
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r✐✈❛❧✬s ♦✉t♣✉ts
❛r❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❛ t❤✐r❞ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ♣❛rt②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ρ ❡①❝❡❡❞s ρfdi✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❜❛♥❦ ❧❡♥❞s ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ t②♣❡ s♦ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♦✛❡r
❛♥② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛❧❧ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ✜r♠✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t s♣❡❝✐✜❡❞ ✐s ✜rst ❜❡st✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t
r❡✈❡❛❧s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
✷✵❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❛s ✐♥ ❏❏▼❜ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ r✐✈❛❧ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲t②♣❡✬s
♦✉t♣✉t✳ ■♥ ❏❏▼❛ ✭✷✵✵✷✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❤❡r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡r❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✱ ❛♥❞
t❤✉s✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✳
✷✸
❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✱ ❛♥❞ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✜rst ❜❡st
❞✉♦♣♦❧② ♦✉t♣✉t ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❋❉■ ❛r❡✱
Πfdimf =
(a− 2cm + cl)
2
9b
− F −G, ifρ < ρfdi, ✭✾✮
Πfdimf = ρ
(a− 2cm + cl)
2
9b
+ (1− ρ)
(a− cm)
2
4b
− F −G, ifρ ≥ ρfdi. ✭✶✵✮
◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✭✶✵✮ ❛♣♣❧✐❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s ③❡r♦✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✳
■t ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t ❛ ❧♦❛♥ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ ✐t ❣❡ts ③❡r♦ s✉r♣❧✉s ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞
✐s ❤✐❣❤✳ ❲❤❡♥ ✭✾✮ ❛♣♣❧✐❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s ③❡r♦ ✐❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r♣❧✉s ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥t✮✳ ❚❤✐s s✉r♣❧✉s
❡q✉❛❧s (a¯− bq − bqm − cl)(q − q) =
(
a+cm−2cl
3
− ρ
1−ρ
a−a
2
)
a¯−a
b
✳
❋✐❣✉r❡s ✷❛ ❛♥❞ ✷❜ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ♣r♦✜ts ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❊①❛♠♣❧❡s ✶❛ ❛♥❞ ✶❜ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤✉s
❢❛r✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■ ✇❤❡♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❜♦rr♦✇s✱ ❛r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ρfdi✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡s❡ ♣r♦✜ts ❛r❡
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r ρ < ρfdi✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦t❤❡r✇✐s❡✱
❜❡❝♦♠✐♥❣ ❡q✉❛❧ ❛t ρ = 1✳
❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❜♦rr♦✇ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✐ts t②♣❡✱ t❤❛t ✐s✱
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✐♥ ❋❉■✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥
t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❛❜♦✉t ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts
❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✬s ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤✐s ❝❛♣t✉r❡s
t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛❦❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛ ❧❡ss ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡
❝♦♠♣❡t✐t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ❧❡♥❞s ♦♥❧② t♦ t❤❡
❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✜r♠ t❤✉s✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✳✷✶ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
✷✶ ❲❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✳
✷✹
❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞
❢✉rt❤❡r✳
✸✳✷ ❏❱
❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ♦✛❡rs t♦ ❢♦r♠ ❛ ❥♦✐♥t
✈❡♥t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣r♦✈✐❞❡s ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ■t t✉r♥s
♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✲
✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡
♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦✜ts ❛♥② ❢✉rt❤❡r s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t
♠✉st ❡♥s✉r❡ t❤❛t F ✐s ❝♦✈❡r❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ F
❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡
■❘ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤✉s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣✳ ✷✷
❚❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✉st ❣✉❛r❛♥t❡❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧
✜r♠ ❛r❡ ♥♦✇ ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠ ❣❡ts ✵ ✐♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠ ❣❡ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r♣❧✉s✱ ✐❢ ρ ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ▼ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ (p¯, R¯), (p,R) t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✱
ρR¯ + (1− ρ)R− F,
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ■❘ ❛♥❞ ■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❤❡r❡ Q ❛♥❞ Q′ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡✳✮
(a¯− bQ¯− cj)Q¯− R¯ ≥ (a¯− bQ− cj)Q−R,
(a− bQ− cj)Q−R ≥ (a− bQ
′ − cj)Q
′ − R¯,
(a− bQ− cj)Q−R ≥ 0,
✷✷❋✐♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐♠♣♦s❡s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❏❱ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❛♥❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
✜♥❛♥❝✐♥❣✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✉st ❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦sts✳
✷✺
(a¯− bQ¯− cj)Q¯−
¯
R¯ ≥
(
a+ cm − 2cl
3
−
ρ
1− ρ
a− a
2
)
a¯− a
b
.
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ■❘ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛♥❞ ■❈ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜✐♥❞ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣✱ ✇❡
✜♥❞ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ▲❡t t❤❡ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦♥ ρ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❏❱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t②♣❡s✱ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρjv =
❛−cj
a−cj
.
❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢②
t❤❛t ■❘ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛s ✇❡❧❧✿ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② r❡❞✉❝❡s t♦✱
a− bQ− cj ≥
a+ cm − 2cl
3
−
ρ
1− ρ
a− a
2
,
a− cj ≥ 2(cj + cm − 2cl) < 0.
❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❏❱ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ t②♣❡ ✇❛❧❦s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t
✐❢ ρ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s ❜❡tt❡r ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲
t②♣❡ ✐♥ ❏❱ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♥❞❡r✳ ❚❤❡
s✉r♣❧✉s ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♠❛r❦✉♣ t✐♠❡s t❤❡ ❡①tr❛ ♦✉t♣✉t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♣r♦❞✉❝❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❋❉■ ❛♥❞ ✐♥ ❏❱✳ ❚❤❡ ♠❛r❦✉♣ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ❧♦✇❡r
✐♥ ❋❉■ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❝♦st✳
❊①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❏❱ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡✿
Πjvmf = ρ
(a¯− cj)
4b
2
+ (1− ρ)
(
(a− cj)−
ρ
1−ρ
(a¯− a)
)2
4b
− F, ifρ ≤ ρjv,✭✶✶✮
Πjvmf = ρ
(a¯− cj)
4b
2
− F, ifρ ≥ ρjv. ✭✶✷✮
◆♦t❡ t❤❛t ♣r♦✜ts ✐♥ ✭✶✶✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✹✮ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✉♥❞❡r ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s
✷✻
❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ♣r♦✜ts ✐♥ ❏❱ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
F ✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✲✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ❋❉■ ♣r♦✜ts ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ F ✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ✇❤❡♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❲❤❡♥
ρjv ≤ ρ✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❡s ③❡r♦ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ t②♣❡ ❛♥❞
t❤❡ ✜rst ❜❡st ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ t②♣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❢♦r♠✐♥❣
❏❱ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♠❛♥❞ ✜r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❛s ✐♥ ✭✶✷✮✳ ❚❤✉s✱ ❏❱
②✐❡❧❞s ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❝❡t❡r✐s
♣❛r✐❜✉s✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❏❱ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧
✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ✐♥ ❏❱ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ρ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ♣r♦✜ts ✐♥ ❏❱
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❏❱ ❛♥❞ ❋❉■✱ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ r❡✈❡❛❧s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡✈❡rs❛❧✳ ❲✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❞
t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s ❏❱ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❧✐❡❢✱ ❞r♦♣
❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ❛ s❧♦✇❡r r❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤❡r❡❛s
✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡s❡ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐♥❡❛r ❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ρjv✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❋❉■
♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶❛ ❛♥❞ ✷❛✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✶❜ ❛♥❞ ✷❜✳
❲❡ ♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❡r❢❡❝t✱ ❏❱ ♣r♦✜ts ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r ❋❉■✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ G ✐s ③❡r♦✱ ❢♦r
❛❧❧ ρ < ρfdi✳
✷✸ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❛t ρ = 1 ❛♥❞ t❤✉s✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡
♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ❜❡❧♦✇ ✶✳ ❆s ❢♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱ ✜rst✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ρfdi < ρjv✱
❛♥❞ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ♣r♦✜ts ✐♥ ❋❉■ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
✭✶✵✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ✭✾✮✱ ✇❤❡r❡❛s ♣r♦✜ts ✐♥ ❏❱ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥
❜② ✭✶✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s ♣❡r❢❡❝t t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r✱ s❤♦✇s t❤❛t
✷✸Pr♦✜ts ✐♥ ✭✶✶✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❋❉■ ♣r♦✜ts ❛t ρ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ s✐♥❝❡ cl ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❆s ρ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❋❉■ ♣r♦✜ts r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❏❱ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡✳
✷✼
❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❏❱ ❢♦r ρ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ρfdi ✉♥t✐❧ ❛♥♦t❤❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞
❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t②✳ ■❢ ✇❡ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ ✐♥
t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧❡r✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡t
♦❢ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡❧✐❡❢s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧✬s
❝♦st ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ cl − cm✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐s s♠❛❧❧✱ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧
❜❡❧✐❡❢s✳ ❆s t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❋❉■ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞
❛t ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ρ✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s
✇❤❡r❡ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❏❱✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷❛✱ t❤❡ ❝♦st✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❛❧❧♦✇❡❞✱ t❤✉s✱ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❋❉■✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② [ρfdi, ρˆ], ρˆ < ρjv✳ ❆ ❤✐❣❤ ❝♦st✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢❛✈♦rs ❋❉■ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛❦❡s
t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠✬s ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♥♦t ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s
♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❜✉t ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ❏❱ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤✱ ❋❉■ ♠❛② ♥♦t ♦❝❝✉r ❛t ❛❧❧ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐t ♦❝❝✉rs
✇✐t❤♦✉t✳
❋✐❣✉r❡ ✷❜ ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst✲
❜❡st ❝♦♥tr❛❝t ♦❜t❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ s♦♠❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷❛✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❏❱ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳ ❲✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ♥♦
✜①❡❞ ❝♦sts✱ ✇❡ s❡❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ρ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ ❧♦✇❡r ❏❱ ♣r♦✜ts ✇❤❡♥ ρ ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❏❱ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ ❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
✜r♠ ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ♠❛❦❡ ❏❱ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛♥② ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r
♥♦t ❜❡ ♣❡r❢❡❝t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ③❡r♦✱ ❋❉■ ♠❛② ♦❝❝✉r ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s✱
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷❛✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❝❤❛♥❣❡❞
✷✽
t♦ ③❡r♦✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ③❡r♦✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✜①❡❞
❝♦sts✱ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✐ss✉❡s✳ ❖♥❝❡
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❏❱ ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡
❛ttr❛❝t✐✈❡✱ ❋❉■ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❏❱ ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡♥tr②
✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✉♣ t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❋❉■ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✐ss✉❡s ❜✉t ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦♥❧② ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❜❡❧✐❡❢s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✐t ✐s F t❤❛t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr②
❜❡❝❛✉s❡ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❏❱ ❞❡❝r❡❛s❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ❛s t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❋❉■✳
❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✿
✭✐✮ ■❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❡r❢❡❝t✱ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ρ < ρfdi ❛♥❞
❢♦r ❛❧❧ ρ ∈ [ρˆ, 1]✱ ✇❤❡r❡ ρˆ ∈ [ρfdi, ρjv)✳ ■❢ cl = cm✱ ρˆ = ρfdi s♦
t❤❛t ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ρ✳ ❆s cl ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❋❉■
♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ❏❱ ♣r♦✜ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤
❝♦st✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ρ ∈ [ρfdi, ρˆ]✱ ❜✉t ♦✈❡r❛❧❧
t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡
✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✭✐✐✮ ■❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ③❡r♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r
✇❤✐❝❤✱ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳
✭✐✐✐✮ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✐s ✜rst ❜❡st ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ρ✱ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡
♦❢ ❡♥tr② ✇✐t❤ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢♦r ρ ∈ [0, ρ′]✱ ❛♥❞ ρ ∈ [ρfdi, ρ˜]✱ ❢♦r
s♦♠❡ ρ′ < ρfdi < ρ˜ < ρjv✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❋❉■
❞♦♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s✳
✭✐✈✮ ■♥❝r❡❛s❡ ✐♥ F ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❡♥tr② ✇❤❡r❡❛s ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ G ♠❛❦❡s ❏❱ ♠♦r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❋❉■✳
✷✾
❆ ❤✐❣❤ ❝♦st✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢❛✈♦rs ❋❉■ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ ♣r♦❢✲
✐ts ✇❤❡♥ t❤❡ r✐✈❛❧ ❤❛s ❤✐❣❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ t❤❛t
✐❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❡r❢❡❝t✱ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❧❡❛❞ t♦ ❏❱ ❞♦♠✐♥❛t✲
✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤❡♥
t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❤✐❣❤ ✐s t❤❛t ❏❱ ♦❝❝✉rs ♥♦t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ ❜❡ ❧♦✇ ❜✉t ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤✐❣❤✳ ❋❉■ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❢ ❛t
❛❧❧✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ ❋❉■ ♣r♦✜ts✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ✐s s❡❧❢✲✜♥❛♥❝❡❞✱ ❋❉■ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❏❱ ✇❤❡♥ ❞❡✲
♠❛♥❞ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ❤❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ✐❢ ❧♦❝❛❧
♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❤✐❣❤ ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t
✈❡♥t✉r❡✱ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡♠ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❝♦st
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡② ❜❡❧✐❡✈❡ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝ts ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❜❡ ❧♦✇ ♦r ❤✐❣❤ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ♣r❡❢❡rs t♦ ❡♥t❡r ✐♥t♦ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✳ ■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱ ✐t ♣r❡❢❡rs ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ♥♦t ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧s ❛r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞✳ ■❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡♥tr② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❋❉■
❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❏❱✱ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛♥❝✐♥❣✳
✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡❢✲
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Figures
In all diagrams below, the black curves represent prots of the multi-
national under JV and the solid red line prots under FDI, both without
nancing.
Example 1a: This example illustrates Possibility 1 in Proposition 1
under perfect technological transfer and no xed costs. Let a = 6; a =
4; cj = cm = 1; cl = 2: The threshold value is bjv = 0:45: FDI occurs for
 2 (0:45; 1].
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Figure 1a: Ms prots in Possibility 1
1
Example 1b: Let a = 8:5; a = 5; cj = cl = 2; cm = 1. This example
illustrates Possibility 2 in Proposition 1, where the rst-best contract obtains
upto b2jv = 0:07. FDI occurs for all beliefs if xed costs are zero, otherwise it
occurs for  > 0:07. The dashed red line shows FDI prots assuming a xed
cost of 1:
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Figure 1b: Ms prots in Possibility 2
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Example 2: This example shows the e¤ects of nancing on the mode of
entry. Green curves represent prots of the multinational under FDI with
nancing and black dashed curves represent prots under JV with nancing.
The other curves have the same meaning as in Example 1.
In Example 1a, and Figure 2a, the thresholds are: bjv = 0:45; jv =
0:6; fdi = 0:25: Under nancing, FDI occurs for  2 [0:25; 0:43]; and JV
for all other values. In contrast, without nancing, FDI dominates for all
 2 (0:45; 1]:
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Figure 2a: Ms prots in Possibility 1 with nancing
3
In Example 1b, and Figure 2b, if F +G = 0; b2jv = 0:07; jv = 0:46; fdi =
0:28: Without nancing, FDI occurs for all beliefs. With nancing, FDI
occurs for   0:15 and  2 [0:28; 0:61]; JV otherwise.
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Figure 2b: Ms prots in Possibility 2 with nancing
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Example 3: Assume cj = cl = 2; other parameters remaining unchanged.
FDI dominates with and without nancing constraints if xed costs are zero.
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
Figure 3: Example 1a with zero technology transfer
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